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Доклад посвящен конструированию на основе идеологии 
двойственной регуляризации [1] алгоритма поиска седловых 
точек выпукло-вогнутых функций вида F(z, >.), (z, >.) Е Z х 
х Л, где Z, Л - пара гильбертовых пространств. Под выпукло­
вогнутыми функциями, заданными на произведении двух гиль­
бертовых пространств Z х Л, понимаются функции, выпуклые 
по одной переменной z и вогнутые по другой переменной ,\. 
Задачи поиска седловых точек таких функций возникают в са­
мых различных приложениях, среди которых можно выделить, 
в первую очередь, приложения, связанные с вопросами мате­
матической экономики (2] . 
В данной работе предполагается, что функция F(z, Л) силь­
но выпукла по z с постоянной х > О. Предполагается также, 
что функция F(z, >.) дифференцируема по Фреше по перемен­
ным z и Л, а также локально липшицева по переменной z при 
каждом >.: 
't/z1, z2 Е Z n Sм, Lм = const >О, Sм = {z Е Z: llzll ~ М}. 
Предполагая непустоту множества седловых точек функ­
ции F(z, >.), рассмотрим двойственную задачу: 
~.р(Л) -+ max, Л ЕЛ, ~р(Л) = min F(z, Л). 
zEZ 
(1) 
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Множество решений этой задачи в рассматриваемой ситуации 
не пусто. Обозначим его через Лm . Введем также обозначение 
z[Л] = axgmin{F(z, Л) , z Е Z}. 
Можно утверждать, что каждая точка Л множества Лm в паре 
с точкой z[Л] образуют седловую точку функции F(z, Л) . 
Суть предлагаемого алгоритма двойственной регуляриза­
ции [1] для поиска седловых точек функции F(z, Л) заключа­
ется в решении на основе метода стабилизации или, другими 
словами, метода регуляризации Тихонова. (см. , например, [З]) 
двойственной задачи ( 1). Этот алгоритм представляет собой 
процедуру решения при каждом фиксированном значении па­
раметра регуляризации а > О с одновременным его стремле­
нием к нулю задачи максимизации 
(2) 
с сильно вогнутым функционалом R°' . Точки максимума Ла: 
регуляризованной задачи (2) сходятся при а - О ко множеству 
решений двойственной задачи (1), а именно, к решению Лm 
с минимальной нормой: 11.Лmll = min 11.Лll· 
ЛЕЛm 
Предположим, что в результате определенного числа ите-
раций того или иного численного алгоритма (например, клас­
сического алгоритма градиентного подъема [З)) в нашем рас­
поряжении имеется точка Л~, такая, что 
R°'* = max R°'(Л) ~ R°'(Л~) ~ R°'* - «= , 
ЛЕН 
где «: - характеристика точности решения задачи (2). 
Точки л~' являющиеся приближениями ПО функции ре­
шения задачи (3), сходятся к нормальному решению Лrп за­
дачи (1) при согласованном стремлении к нулю параметра 
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регуляризации а и величины €, характеризующей точность 
решения задачи (2). Этот факт сформулирован в следующей 
теореме. 
Теорема 1. Пустъ выпол:н.яетс.я условие согласования 
f./a---+ О, €---+О, а---+ О. 
Тогда элементъ~ >.; сходятся в норме пространства Л ко мно­
жеству решений зада-чи (1) . Более того, справедлuво предель­
ное соотношение Л~ ---+ Лт при € ---+ О, а ---+ О. 
Таким образом, пара (z[Лm], Лт) образует искомую седло­
вую точку функции F(z, Л). 
Центральную роль при обосновании обсуждаемого алгорит­
ма играет 
Теорема 2. Производна.я Фреше функциu <р(Л), Л Е Л, 
в точке Л имеет вид 
где F~(z, Л) 
в точке Л. 
<р1 (Л) = F{(z[Л], Л), 
производная Фреше по Л фун:кцuи F(z 
В процессе обоснования алгоритма двойственной регуляр 1-
зации для поиска седловых точек и, в первую очередь, док 1-
зательства теоремы 2 существенно используется аппарат с >-
. 
временного негладкого анализа, связанный с понятиями про :-
симальной нормали к замкнутому множеству, проксимальнс :о 
субградиента полунепрерывной снизу функции, обобщенн11го 
градиент Кларка [4]. 
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